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Teoria de conjuntos difusos

= Conjuntos difusos

= Definicién de subconjunto difuso

= Caracteristicas de un conjunto difuso

= Principio de identidad (teorema de representacion)
= Principio de extension

= Aplicaciones
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Motivacion

Necesidad de un marco conceptual para tratar la
incertidumbre no probabilistica y la imprecision Iéxica.

p.€j.
“las personas altas”
“los numeros reales mucho mayores que 1”
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A fuzzy set is a class of objects with a continuum of grades of
membership. Such a set is characterized by a membership (charac-
teristic) function which assigns to each object a grade of member-
ship ranging between zero and one. The notions of inclusion, union,
intersection, complement, relation, convexity, etc., are extended
to such sets, and various properties of these notions in the context
of fuzzy sets are established. In particular, a separation theorem for
convex fuzzy sets is proved without requiring that the fuzzy sets be
disjoint.
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1965

= Zadeh caracteriza el concepto de conjunto difuso
(y, por extension, la logica difusa).

= Teoria de conjuntos asociada a la logica infinitamente
valorada de Lukasiewicz.

= Origen del nombre
En fotografia, difuso/borroso [fuzzy] hace referencia a
imagenes con los contornos mal definidos.
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Idea basica

El rango de valores de pertenencia de un elemento a un
conjunto puede variar en el intervalo [0,1], en lugar de
estar limitado a dos valores {0,1}.

= Zadeh extiende las operaciones conjuntistas clasicas
(los operadores logicos).

= A partir de la teoria de conjuntos difusos,
se introduce la Idgica difusa como una extension
de las logicas multivaluadas.
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Definicion de conjunto difuso

Sea X un conjunto no vacio de objetos que
consideraremos como referencial o universo de discurso.

Un conjunto difuso A sobre X es un conjunto de pares de
valores {(x,r) | xeX, re[0,1]}

= Cada elemento x,
con su grado de pertenencia r al conjunto difuso A.
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Definicion de conjunto difuso

Se asocia a cada conjunto difuso A
una funcion de pertenencia que asocia
cada elemento de X con un valor del intervalo [0,1]:

Caracterizacion de un conjunto difuso

Funcion caracteristica pA: X — [0,1]

= pA(Xx) representa el grado de pertenencia de x a A.
= Normalmente, se escribe A(x) en lugar de pA(x).

= El conjunto A se describe como A = { A(x)/x, xeX } &
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Definicion de conjunto difuso

Los valores de pertenencia (grados) varian entre Oy 1.
= 0: No pertenece en absoluto al conjunto.
= 1: Pertenencia total.

Los conjuntos clasicos con un caso particular de conjunto
difuso (funcion de pertenencia con valores en {0,1}).
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Definicion de conjunto difuso

Si X es un conjunto finito X={x;, X,,..., X}
y A es un subconjunto difuso de X,
a veces se utiliza la notacion

A = py/Xy + pofX, +ot /X,
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Caracteristicas de un conjunto difuso

Altura [height]
sup {A(x), xeX}
Mayor valor de su funcidén de pertenencia.

Conjunto difuso normalizado [normal]:
Aquél para el que existe un elemento que pertenece al
conjunto difuso con grado 1 (totalmente), altura(A)=1
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Caracteristicas de un conjunto difuso

Soporte [support]
soporte(A) = {xeX | A(x)>0}
Elementos de X que pertenecen a A con grado >0.

Nicleo [core]
nucleo(A) = {xeX | A(x)=1}
Elementos de X que pertenecen a A con grado 1.

Obviamente,
el nucleo siempre esta incluido en el soporte.
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Caracteristicas de un conjunto difuso
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o~corte [a-cut]
Ao = {xeX | a <A(X) }
Elementos de X con grado de pertenencia minimo .

Restriccion de consistencia:
Si a; > a, entonces Ao, c Ao,
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Caracteristicas de un conjunto difuso

fa {x)

convex fuzzy set non-convex
\ fuzzy set
—fa [)\xl +(l-)«)x2] M

Conjunto difuso convexo
A +(1-1)%,) = min{A(X,), A(X,)}
Conjunto difuso concavo
A(AX;+(1-1)x5) < max{A(xy), A(X,)}

para cualesquiera x; € X, X, e Xy A € [0,1].

X
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Caracteristicas de un conjunto difuso

Cardinalidad de un conjunto difuso

Existen diversas definiciones,

pero en general puede decirse que no se trata de
“contar” el nUmero de elementos del conjunto,
sino de determinar una medida de su tamano.
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Teorema de representacion
(o principio de identidad)

Todo conjunto difuso puede descomponerse y
reconstruirse a partir de una familia de conjuntos no
difusos.

= Cualquier conjunto difuso se puede representar por el
conjunto de sus a-cortes.

= Cualquier familia de conjuntos indexados y anidados P
permite definir un conjunto difuso tomandolos como €&
una familia de a-cortes: {Aa, a<[0,1]}

Teorema de representacion
(o principio de identidad)

A(x) A

1=

A(X) = sup,(o,11 {0A (X))} . ”A_,A

; /1
A=U 0,1 0A, ) AN 7
donde ’ . ;
A_(x)=1 si x pertenece al a-corte A, .

A_(x)=0 si x no pertenece al a-corte A_L___»
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Teorema de representacion
(o principio de identidad)

Un conjunto difuso puede representarse mediante:
1
T4 - 075
= Su funcion de pertenencia 05
.-’ - 0.25
(representacion vertical).

= Un conjunto de a-cortes
(representacion horizontal). o7
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Teorema de representacion
(o principio de identidad)

CONSECUENCIAS

= Los conjuntos difusos
son una generalizacion de los conjuntos clasicos.

= Cualquier problema formulado en el marco de los
conjuntos difusos puede resolverse transformando
esos conjuntos difusos en su familia de a-cortes
anidados (y puede determinarse su solucidon usando | T
técnicas no difusas). N
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Principio de extension

Permite transformar conjuntos difusos de iguales o
distintos universos por medio de una funcion:

= Sean X e Y dos universos y f una funcion f:X—Y
= Sea A un subconjunto difuso sobre X

El principio de extension establece que B=f(A) es un
subconjunto difuso de Y con funcidn de pertenencia

B(y) = sup {A(x) | xeX, y=f(x)}
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FUZZY SETS AND
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Principio de extension
EJEMPLO: Sumar 1

y = f(x) = x+1
A=0.1/2 + 0.4/3 + 1.0/4 + 0.6/5

B =f(A) =0.1/3 + 0.4/4 + 1.0/5 + 0.6/6
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Principio de extension

Generalizado para un universo X que sea el producto
cartesiano de n universos: X = X; x X, x ... x X,

Funcion de varias variables f:X—Y
y=f(x) con x=(Xy,X5,...,X;,)

Se transforman

los n conjuntos difusos A, de los universos X;
en un conjunto difuso B=f(A,A,,...,A,) de Y
con funcion de pertenencia

B(y) = sup { min{A;(x;)} | xeX, y=f(x)}
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Principio de extension
EJEMPLO: Funcion suma

y = f(X1, %) = X1+X;
A, =0.1/2 + 0.4/3 + 1.0/4 + 0.6/5
A, = 0.4/5 + 1.0/6

B = f(Aqu)
=0.1/7 + 0.4/8 + 0.4/9 + 1.0/10 + 0.6/11
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Aplicaciones
¢Cuando usar la tecnologia “fuzzy"?
RESPUESTA CORTA

En procesos complejos,
si no existe un modelo de solucidon sencillo
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Caracteristicas de la logica difusa (Zadeh, 1992)

= Todo es cuestion de grado.

= El razonamiento exacto es un caso limite del
razonamiento aproximado.

= El conocimiento se interpreta como una coleccion de
restricciones elasticas (difusas) sobre un conjunto de
variables.

= La inferencia puede verse como la propagacion de un
conjunto de restricciones elasticas.

Caracteristicas de la logica difusa (Zadeh, 1992)

= Sistema difuso (SD/FS): Resultado de la “fuzzificacion”
(difuminacion) de un sistema convencional.

= Los sistemas difusos operan sobre conjuntos difusos
en lugar de nimeros.

= La representacion de la informacion en sistemas
difusos imita el mecanismo de razonamiento
aproximado que realiza la mente humana.
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Aplicaciones
¢Cuando usar la tecnologia “fuzzy"?
= En procesos no lineales.

= Cuando sea necesaria la experiencia de un “experto”
basada en conceptos imprecisos (derivados de su
experiencia).

= Cuando ciertas partes de un sistema sean
desconocidas y no puedan medirse de forma fiable.

= Cuando el ajuste de una variable pueda producir el
desajuste de otras variables.

= En general, cuando se trabaje con conceptos que
tengan imprecision o incertidumbre (p.ej. procesos
de decision en Economia o Finanzas).
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